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Введение
Субпроцессы отрыва частиц от пузырьков и их 
осыпания из пены уменьшают скорость флотации 
от 3 до 5 раз, а механический вынос гидрофильных 
частиц значительно снижает качество концентра-
та [1, 2]. 
Влияние на показатели флотационного обо-
гащения субпроцессов исследовалось с помощью 
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В условиях периодической беспенной флотации совместное рассмотрение субпроцессов захвата частиц, отрыва и всплы-
вания агрегатов показало, что на отдельном пузырьке за время его подъема (τm) образовывалась минеральная нагрузка, 
составляющая часть от равновесной минеральной нагрузки, которая может быть достигнута при бесконечном времени 
минерализации. Состав минеральной нагрузки и скорость ее достижения предложено характеризовать двумя безразмер-
ными параметрами, которые зависят от интенсивностей субпроцессов. Параметр сорта частиц (B) однозначно определял-
ся соотношением интенсивности отрыва к интенсивности захвата, а безразмерное время (D) – соотношением скоростей 
захвата и отрыва частиц к скорости подъема пузырька воздуха. Получено уравнение кинетики минерализации многими 
пузырьками в экспоненциальном виде, аналогичном уравнению первого порядка (Белоглазова). В константе скорости 
минерализации (Km) интенсивности субпроцессов захвата и отрыва определяют величину извлечения отдельным пу-
зырьком (εbm) за время τm, а расход воздуха – суммарное извлечение ε. 
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двух- и многофазных моделей (или так называе-
мых микромоделей) [3—6]. 
Каждый субпроцесс описывали как переход ча-
стиц из одного состояния в другое с соответствую-
щей интенсивностью. При составлении уравнений 
пренебрегали конвективным и диффузионным 
массопереносами и учитывали только источники 
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и стоки [7], которые, как известно, являются глав-
ными из трех механизмов массопереноса при фло-
тации [8, 9]. 
Первая микромодель была предложена в виде 
системы обыкновенных линейных дифференци-
альных уравнений [10], описывающих переходы 
частиц между 4 состояниями (частицы в пульпе, 
на пузырьках в пульпе, на пузырьках в пене и сво-
бодные в пене). Наиболее полная микромодель [8] 
имела 6 состояний и включала практически все 
возможные переходы частиц. Однако эти модели 
не были использованы для анализа процесса фло-
тации из-за отсутствия достаточных эксперимен-
тальных данных для определения от 8 до 11 коэф-
фициентов интенсивностей субпроцессов. Более 
простые модели (3 состояния) описывали перио-
дический процесс флотации лучше, чем однофаз-
ная модель Белоглазова [11, 12].
Двухскоростные двухфазные модели раздели-
тельного массопереноса позволили определить ус-
ловия повышения качества концентрата в колон-
ных флотомашинах [13].
Интересным результатом систематического те-
оретического и экспериментального исследования 
модели пяти состояний явилось представление 
кинетики флотации как произведения конечной 
вероятности флотации на функцию распределе-
ния времени флотации [14]. В этом вероятностном 
подходе для двух- и трехфазных моделей флоти-
руемость минерала предложено характеризовать 
двумя коэффициентами [14]. Интенсивность за-
хвата (K12) определяла конечное извлечение части 
частиц, попадающих в концентрат без отрыва от 
пузырьков и осыпания из пены. Интенсивность Kф 
характеризовала увеличение времени флотации 
остальных частиц, которые неоднократно отрыва-
лись и осыпались. Однако полученные уравнения 
были громоздки и содержали 7 интенсивностей 
субпроцессов. Для их определения требовался 
большой объем экспериментальных данных, кото-
рые можно было получать только на флотомашине 
особой конструкции [11, 14].
Методами вычислительной гидродинамики 
(CFD) устанавливались закономерности влияния 
турбулентной энергии перемешивания на субпро-
цессы захвата и отрыва частиц различной круп-
ности и гидрофобности [15—18]. Для упрощения 
выкладок предполагалось, что имеются только 
полностью нагруженные и свободные пузырьки.
Таким образом, с помощью микромоделей ис-
следовались основные закономерности флотаци-
онного процесса, но полученные уравнения были 
громоздки и представляли сложность для практи-
ческого применения.
При изучении кинетики минерализации в 
беспенных аппаратах учитывался только один 
субпроцесс — захват частиц пузырьком воздуха [3, 
4, 7, 8, 11]. Однако минерализация в беспенных ус-
ловиях может сопровождаться отрывом, а пузырь-
ки воздуха проходят зону минерализации в тече-
ние различного времени [7, 14].
Целью статьи являлся учет одновременного 
влияния субпроцессов захвата частиц пузырьками 
воздуха, их отрыва и всплывания агрегатов на ки-
нетику минерализации в условиях периодической 
беспенной флотации. 
Сущность подхода
Массоперенос во флотомашинах существенно 
осложняется наличием 3 потоков — пульпового, 
воздушного и пенного [7], от правильной органи-
зации которых зависит конечный результат разде-
ления. Массоперенос с каждым потоком описы-
вается дифференциальным уравнением второго 
порядка в частных производных.
Многофазные модели построены в пренебре-
жении конвективным и диффузионным меха-
низмами, поэтому система вырождается в систе-
му линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами для каждого по-
тока.
При описании использовалась следующая тер-
минология. Понятие «интенсивность» применя-
лось только для субпроцессов, а «константа скорос-
ти» — только для каких-либо процессов, которые 
зависели от нескольких субпроцессов.
В рамках однофазных представлений констан-
ту скорости флотации (Kф, с
–1) представляли, в со-
ответствии с работами [15—18], как
Kф = ZPcPaPsPf ,
где Z — частота соударения с одним пузырьком, 
с–1; Pc, Pa, Ps и Pf — вероятности соответственно 
соударения, адгезии (или прилипания), удержа-
ния на пузырьке воздуха и в пене. 
В рамках многофазных моделей (или микромо-
делей) субпроцессы захвата и отрыва частиц про-
исходят одновременно, обеспечивая массообмен 
[3—8, 10, 14, 15, 19, 20]. В этом случае интенсив-
ность субпроцесса захвата частиц пузырьком (K12) 
включала почти все стадии, которые в рамках од-
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нофазного подхода [4, 6, 7, 19] входили в константу 
скорости флотации, за исключением вероятности 
удержания частиц в пене (Pf):
K12 = ZPcPaPs. 
Необходимо отметить, что в данную формулу 
не входит высота зоны минерализации, учет влия-
ния которой производился в рамках однофазного 
подхода [3, 4, 7, 8, 11].
В объекте описания, которым является беспен-
ный аппарат [7], кинетика минерализации изуча-
ется по зависимости массы частиц от числа про-
пущенных пузырьков за время t. Дополнительно 
задается частота следования пузырьков (ν, шт./с) 
и измеряется время их всплывания (τm) через зону 
минерализации высотой Н, которая равна высоте 
взмучивания частиц перемешивающим устрой-
ством. 
При описании предполагалось, что, во-пер-
вых, процесс минерализации каждого отдельного 
пузырька не зависит от их числа и частоты следо-
вания, т.е. выполняется свойство аддитивности; 
во-вторых, общий процесс характеризуется ин-
тенсивностями трех субпроцессов: захвата (K12), 
отрыва (K21) и транспорта (λ) в конечный продукт, 
что соответствует представлениям многих иссле-
дователей [3, 4, 6—8, 10, 11, 14, 20]. В общем слу-
чае интенсивности этих субпроцессов являются 
случайными величинами, распределенными по 
показательному закону, и в моделях их значения 
целесообразно характеризовать математическими 
ожиданиями [14]. 
Для выяснения влияния субпроцессов на ки-
нетику процесса минерализации произвольного 
одиночного пузырька воздуха была предложена 
следующая система уравнений:
  (1а)
  (1б)
  (1в)
  (1г)
где n0i, n1i, n2i — число частиц исходное, в пульпе и 
на пузырьке после пропускания i-го пузырька со-
ответственно; K12 и K21 — интенсивности захвата 
частиц пузырьком воздуха и их отрыва соответ-
ственно; λ — интенсивность транспорта; τm — вре-
мя минерализации.
Предложенная система во многом аналогична 
уравнениям, приведенным в работах [7, 8, 10, 11, 
14], но имеет отличия. 
Уравнение (1а) описывает обменный массо-
перенос в пульпе за счет стока частиц на пузырек 
(–K12n1i) и возврата их в пульпу при отрыве от пу-
зырьков (K21n2i). 
Обменный массоперенос с пузырьком воздуха 
(уравнение (1б)) включает захват частиц на пузы-
рек (K12n1) и их отрыв (–K21n2i). Дифференцирова-
ние по времени всплывания пузырька (τ) от выхода 
из капилляра до верхней границы зоны минера-
лизации высотой Н позволяет учесть время нако-
пления частиц (минерализации) на пузырьке, ко-
торое не может быть больше, чем τm. В уравнении 
(1а) дифференцирование производили по времени 
пропускания воздуха (t), которое теоретически 
ничем не ограничено. 
Таким образом, в уравнении (1б) учитывалось 
время нахождения пузырьков (газовой фазы) в зо-
не минерализации. В этом заключается главное 
отличие уравнений для массопереноса частиц в 
пульпе (1а) и на пузырьке воздуха (1б).
В предложенную систему введены два новых 
уравнения — (1в) и (1г). 
В уравнении (1в) учтено, что после каждого 
пропущенного пузырька от 1 до N будет умень-
шаться общее число частиц (n0i) на число частиц 
(n2i), выходящих из зоны минерализации с интен-
сивностью транспорта λ за время τm. 
Интенсивность транспорта будем оценивать 
согласно [14] как
λ = U/H, (2)
где U — средняя скорость подъема пузырьков, H — 
реальная длина пути пузырька, которая прибли-
женно может соответствовать высоте зоны мине-
рализации.
Интенсивность транспорта (λ) является скоро-
стью выхода одиночного пузырька с накопленны-
ми частицами за время минерализации τm из зоны 
высотой H. В дальнейших выкладках допускалось, 
что скорость подъема пузырьков не зависит от мас-
сы минеральной нагрузки.
Произведение λτm = 1 связывает уменьшение 
общего числа частиц с интенсивностью транспор-
та и временем всплывания пузырька, входящим в 
уравнение (1в). Физический смысл произведения 
λτm = 1 заключается в том, что каждый пузырек, 
если он не участвует во взаимодействиях, имеет ве-
роятность выхода из зоны минерализации, равную 
единице. За время минерализации τm происходит 
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максимально возможное число актов захватов 
(K12τm) и отрывов (K21τm) частиц, а интенсивность 
транспорта λ описывает только выход нагружен-
ных пузырьков из зоны (сток). При этом пузы-
рек проходит всю высоту зоны минерализации и 
λτm = Uτm/H = 1. В этом состоит особенность учета 
субпроцесса транспорта частиц на пузырьке.
В уравнении (1г) показано, что в промежутке 
времени всплывания каждого пузырька от 0 до τm 
число частиц (n0i), находящееся в камере (исходное), 
равно сумме частиц, закрепившихся на пузырьке 
(n2i), и частиц, оставшихся в пульпе (n1i). Эта сумма 
всегда содержит только два состояния, так как дру-
гие состояния при минерализации отсутствуют, и 
выполняется для любого пузырька. В последую-
щих выкладках будут использоваться уравнения 
(1в) и (1г), которые не учитывались ранее [8—10, 
13, 14], что и позволило в дальнейшем значительно 
упростить решение.
Решение системы уравнений
Система (1а)—(1г) при наличии уравнений (1в) 
и (1г) стала переопределенной, так как для нахож-
дения двух неизвестных (n1 и n2) введены 3-е и 4-е 
уравнения.
За основное уравнение следует взять выра-
жение для пузырьков воздуха (1б), так как в нем 
учтены параметры двух субпроцессов, а в качестве 
второго — баланс по числу частиц (1г), который 
справедлив для любого произвольного пузырька. 
Поэтому номер пузырька, который использовал-
ся ранее в качестве второго индекса в уравнениях 
(1а)—(1г), будет исключен при дальнейших преоб-
разованиях.
Упрощение решения системы линейных диф-
ференциальных уравнений достигалось сведением 
ее к одному дифференциальному уравнению. 
Общий ход решения включал следующие шаги:
1. Использование уравнения баланса (1в) для 
определения извлечения произвольным i-м пу-
зырьком:
или (3)
 
с помощью которого устанавливали взаимосвязь 
производных:
  (4)
2. Преобразование уравнения (1б) путем деле-
ния его обеих частей на n0 и введения новой пере-
менной Z:
  (5)
Производная от Z равна 
Подставив выражения для Z и dZ в уравнение 
(5) и разделив переменные, получаем легко инте-
грируемую форму:
  (6)
Интегрирование вели от K12 (так как при t =
= 0 извлечение εb = 0 и Z = K12) до Z при времени 
всплывания пузырьков τ. 
Окончательно уравнение кинетики минера-
лизации одного пузырька с учетом субпроцессов 
имеет вид
  (7) 
где M = K12/A — минеральная нагрузка, A = K12 +
+ K21 — суммарная интенсивность субпроцессов.
Следующим шагом было определение суммар-
ного извлечения (ε) всеми последовательно по-
ступающими пузырьками, которое вычисляли по 
известной формуле (8) как частное от деления об-
щего числа частиц, вынесенных N пузырьками, на 
исходное число n0:
  (8)
где n2i — число частиц, вынесенных i-м пузырьком. 
Необходимо только учесть, что каждый после-
дующий пузырек будет извлекать от числа частиц, 
остающихся от предыдущего пузырька. 
Итак, первый пузырек извлечет следующее чис-
ло частиц:
  (8а)
второй — от меньшего числа частиц n0(1 – εb):
  (8б)
третий — от n0(1 – εb)2: 
  (8в)
и т.д.
N-й пузырек извлечет n2,N частиц:
  (8г)
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Суммарное число частиц, которое перешло в 
концентрат с N пузырьками, будет равно
  (9)
С учетом выражения для суммы геометри-
ческой прогрессии, которая стоит в квадратных 
скобках (9):
  (10)
получим окончательное выражение для суммарно-
го извлечения N пузырьками:
  (11)
Свойства уравнений 
кинетики минерализации
Кинетика минерализации отдельного пузырь-
ка (7) зависит от двух параметров — M и A. Физи-
ческий смысл M — это равновесная доля частиц, 
выносимая одним пузырьком при бесконечном 
времени всплывания пузырьков τ = τ. Величина 
М = nb/n0 равна отношению равновесного числа 
частиц на пузырьке (nb), которое может быть до-
стигнуто только при бесконечном времени всплы-
вания, к исходному их числу (n0). Величина A есть 
скорость формирования минеральной нагрузки 
за любое время минерализации τ и определяется 
суммой интенсивностей всех процессов, а не толь-
ко интенсивностью захвата [7—9].
При бесконечном значении τ из уравнения (7) 
следует, что exp(–Aτ) = 0, и поэтому извлечение 
на отдельном пузырьке равно равновесной доле M:
  (12)
Здесь Ps по физическому смыслу есть вероят-
ность удержания частиц на пузырьке [7, 14], а B =
= K21/K12 — безразмерный параметр сорта частиц. 
При отсутствии отрыва частиц (K21 = 0) уравне-
ние (6) переходит в общеизвестное уравнение Бе-
логлазова:
  (13)
так как в этом случае M = K12/K12 = 1. 
Интенсивности захвата и отрыва зависят от 
поверхностных свойств частиц и гидродинамиче-
ских условий [3, 7, 8, 14, 21]. 
При выходе пузырька из зоны минерализации 
при τ = τm произведение Amτm может быть преобра-
зовано так:
  (14)
где D = (K12 + K21)τm — безразмерное время образо-
вания минеральной нагрузки Mm.
Таким образом, скорость образования действи-
тельной нагрузки Мm зависит от отношения скоро-
стей захвата и отрыва к скорости подъема пузырь-
ков. 
В реальных условиях за время всплывания пу-
зырька, равное τm, минеральная нагрузка Mm будет 
меньше равновесной:
  (15)
Параметр сорта частиц B однозначно определя-
ется только соотношением интенсивностей захва-
та и отрыва. Безразмерное время D характеризует 
число актов прилипания-отрыва, приходящихся 
на единицу скорости подъема пузырька воздуха.
При заданном B = const минеральная нагрузка 
Mmj на пузырьке состоит из одного сорта частиц. 
В общем случае Mm включает s сортов:
  (16)
Частицы, имеющие одинаковое значение без-
размерного времени D, попадут в концентрат за 
одинаковое время, однако сортность частиц будет 
различной, и каждый сорт будет представлен сво-
ей минеральной нагрузкой Mmj.
C увеличением интенсивности захвата (K12 →
→ ) безразмерный параметр сорта частиц стре-
мится к нулю (B → 0), равновесная минеральная 
нагрузка — к единице (M → 1) и уравнение (11) 
преобразуется в выражение (13), т.е. двухфазная 
модель переходит в однофазную модель Белогла-
зова [19, 22, 23].
Оценить необходимость учета влияния интен-
сивностей субпроцессов отрыва и транспорта на 
состав минеральной нагрузки можно по критерию 
выделения полезного сигнала на фоне шума, вели-
чина которого для процесса флотации в среднем 
равна 0,05 [24]:
B = Bк = 0,05. (17)
При B = Bк = 0,05 уравнение минерализации (7) 
переходит в уравнение Белоглазова [19, 22, 23], так 
как частицы с Bк < 0,05 практически не осыпаются 
и мгновенно попадают в концентрат [21]. В прак-
тике флотации такие фракции называют быстро 
флотируемыми и их часто в схемах флотации из-
влекают в концентрат так называемой головки [21]. 
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Частицы, входящие в фракцию с В = Bк >>10, 
практически все остаются в хвостах, и их принято 
называть нефлотируемым остатком. Для них из-за 
малой интенсивности захвата и большой интен-
сивности отрыва (Bк → ) минеральная нагрузка 
стремится к нулю (Mm → 0). 
Частицы, характеризующиеся промежуточным 
значением 0,05 < Bк < 10, образуют так называе-
мую промпродуктовую фракцию. Наличие такой 
фракции в составе разделяемых компонентов об-
уславливает трудность для их разделения в опера-
циях схем селективной флотации [20]. 
Таким образом, кинетика флотации частиц 
фракции с параметром сорта В = Bк = 0,05 может 
подчиняться уравнению Белоглазова, а для фрак-
ций с 0,05 < Bк < 10 необходимо применять уравне-
ния кинетики минерализации (7). 
Необходимо подчеркнуть, что равновесная ми-
неральная нагрузка (М) отличается от максималь-
ного извлечения (εmax) при t = . Существование 
εmax объяснялось наличием нефлотируемых ча-
стиц в исходной руде [19, 22].
Безразмерный параметр сорта частиц (B) опре-
деляет состав минеральной нагрузки, а безразмер-
ное время — скорость его достижения. 
Уравнение кинетики минерализации многи-
ми пузырьками (11) может быть преобразовано в 
экспоненциальный вид, аналогичный уравнению 
Белоглазова, следующим образом. Представля-
ем уравнение (11) при εb = εbm в логарифмической 
форме:
  (18)
из которой следует, что
  (19)
где ε — суммарное извлечение N пузырьками, 
число которых равно N =t/ν = 6Wt/(πdb3); t — вре-
мя пропускания пузырьков, с; ν — частота их 
следования, с–1; V = Wt — объем воздуха [см3], из-
меренный за время его пропускания t с расходом 
воздуха W [см3·с–1] и диаметром пузырьков db [см]; 
ln(1 – εbm) — параметр минерализации одиночно-
го пузырька, являющийся константой для данных 
условий проведения опытов, который равен лога-
рифму остатка частиц в зоне минерализации или 
логарифму извлечения в хвосты. 
Тангенс угла α прямой уравнения (18) в коорди-
натах –ln(1 – ε) и t равен константе скорости мине-
рализации Km. Отметим, что Km имеет отрицатель-
ный знак, так как ln(1 – εbm) имеет отрицательное 
значение.
Видно, что с увеличением Km должно умень-
шаться число неизвлеченных частиц.
Далее выражение (18) с учетом (19) можно пред-
ставить в экспоненциальном виде, аналогичном 
уравнению первого порядка (Белоглазова):
  (20)
В константе скорости минерализации Km ин-
тенсивности субпроцессов захвата, отрыва и тран-
спорта определяют величину извлечения отдель-
ным пузырьком εbm за время τm, а расход воздуха — 
суммарное извлечение ε. 
Заключение
Использование микромоделей позволяет иссле-
довать основные закономерности сложного фло-
тационного процесса, но полученные уравнения 
громоздки и представляют сложность для практи-
ческого применения.
В данной работе достигнуто упрощение опи-
сания совместного влияния субпроцессов на ки-
нетику минерализации пузырьков воздуха путем 
сведения системы линейных дифференциальных 
уравнений к решению одного дифференциального 
уравнения. 
Совместное рассмотрение субпроцессов захва-
та частиц пузырьком воздуха, отрыва и всплы-
вания агрегатов при беспенной периодической 
флотации показало, что на отдельном пузырьке 
за время его подъема τm образуется минеральная 
нагрузка, составляющая часть от предельной рав-
новесной минеральной нагрузки, которая может 
быть достигнута при бесконечном времени мине-
рализации.
Состав минеральной нагрузки и скорость ее 
достижения предложено характеризовать двумя 
безразмерными параметрами, которые зависят 
от трех интенсивностей субпроцессов. Параметр 
сорта частиц B однозначно определяется только 
соотношением интенсивностей отрыва и захвата. 
Безразмерное время D равно отношению скоро-
стей захвата и отрыва частиц к скорости подъема 
пузырька воздуха.
Получено уравнение кинетики минерализации 
многими пузырьками в экспоненциальном виде, 
аналогичном уравнению первого порядка (Бело-
глазова).
В константе скорости минерализации Km ин-
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тенсивности субпроцессов захвата, отрыва и 
транспорта определяют величину извлечения от-
дельным пузырьком (εbm) за время τm, а расход воз-
духа — суммарное извлечение ε. 
Автор благодарит Д.В. Шехирева и П.В. Григорьева 
за ценные советы при обсуждении статьи.
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